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Relation de récurrence

Exemple (Multiplication de 2 entiers)

Soient x et y deux entiers non négatifs de n chiffres, donner un algorithme
pour calculer x - y

recMult(x, y, n)

si (n=1) alors 0(1)
retourner xxy 0(1)
sinon
m< n/2 0o(1)
p < 10"m Oo(1)
a <+ x/p 0o(1)
b+ x%p 0o(1) _
c y/p o(1) p =0
d< vy %p o(1) p=0(n)
ac « recMult(a, c, m)
ad « recMult(a, d, m)
bc < recMult(b, c, m)
bd < recMult(b, d, m)
retourner 10"n % ac + p * (ad + bc) + bd O(n)) )
T(n)=4T (5) +n
v
3/18

I
Complexité d'un algortihme récursif ?

Relation de récurrence

@ n: taille en entrée

@ k : nombre d’'appels récursifs

@ n; : taille en entrée de I'appel récursif
°

f(n) : coiit en dehors des appels récursifs
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De la relation de récurrence vers la complexité

Méthode de substitution
@ Marche toujours
@ Approche mathématiques
@ Demande de l'intuition
o Réécrire T(n) <> cifi(n) — pr

1
avec p, la partie résiduelle qui doit étre positive
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] ]
Méthode de substitution Méthode de substitution

Exemple (T(n) = 4T (2) +n € O(nd
o (5) (%)) Exemple (T(n) = 4T (4) + n € O(n?))
T(k) <ck® LS 2
T(n) =4T(5)+n Tk < ck n
T(n) <ac(3)’+n ;En; zj:T((§>)2+ n
= n c(5)" +n
=ch+n = cn? —QF n
— 3 (e
cn <c32 n) = cn® — (—n)
36 om0
T(n) <cn’sich —n>0,Yc>2 Ne fonctionne pas car —n n’est pas positif
On a bien T(n) € O(n%)
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Méthode de substitution De la relation de récurrence vers la complexité

Exemple (T(n) =4T (2) + n € O(n?))

T(1) =1

T(k) < ak? — ok Méthode de I'arbre de récursion

T(n) =4T () +n @ Quand on n'a pas l'intuition

T(n) <4 <c1 (g)2 — c2§> +n @ Dessin de I'arbre de recursion
=can—2cn+n o Calcul du codit par niveau

=can®—cn—(cn—n)

T(n) <can?®—cn—(cn—n)sicon—n>0Ye>1

On a bien T(n) € O(n?)
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Méthode de |'arbre de récursion

Exempl

e(T(n)=2T(n—-1)+1)

on

n—1
T(n) = (Z 2’)+2" =2"—-142"

=0 — 2n+1 -1
T(n) € O(2")
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Méthode de |'arbre de récursion
Exemple (T(n) =T (2) + T (%) + n?)
D 2
(3)? (B2 L
< log,(n) / \ / \
(47 (§)? (g_)2 (1 — (1%)2 2
i
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Méthode de I'arbre de récursion
Exemple (T(n) = 4T (§) + n)

TN

8 2 2 3 2n
VANV ANN AN ZAN
s s s s s s s s s s s s s s s s 22p
L
flogs(n) — 2
logy(n)—1 log,(n)—1
T(n):( > 2’n)+n2 =n >
i=0 i=0
= n(zlogz(n) —1) +n?
=n(n—1)+n?
=2n°—n
T(n) € O(n?)
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De la relation de récurrence vers la complexité

Méthode 1

Uniquement quand la relation de récurrence est de la forme

T(n)=aT(n—b)+ f(n)
@ a, b des constantes positives a, b > 0
o f(n) € O(nlogg(n)) avec ¢,d >0
Deux cas :
Q@ a=1: T(n) e O(nf(n))
Q@ a>1letd=0: T(n)e O(abf(n))
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Méthode 1

Exemple (T(n) =2T(n—1) + 1)
0a=2,b=1,c=0,d=0
@a>1,d=0=cas?2

T(n) € O(2")

Exemple (T(n) = T(n—1) + n)
ea=1b=1c=1,d=0
@oa=1=casl

T(n) € O(n?)
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Méthode Master

Exemple (T(n) = 4T (5) + n)
0oa=4b=2c=1
o b¢=21=2
0 b*<a=casl
T(n) € O(n?)

Exemple (T(n) = 3T (5) + n — Karatsuba)
0a=3b=2,c=1
o b¢=21=2
@ b*<a=casl

T(n) € O(n'"&(3))
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De la relation de récurrence vers la complexité

Méthode Master — 1989
Uniquement quand la relation de récurrence est de la forme
T(n)=aT(})+f(n)
@ a une constante a>1
@ b une constante b > 1
e f(n) une fonction asymptotiquement positive
Trois cas :
Q f(n) € O(n°) avec b < a: T(n) € O(n'es(2)

@ f(n) € O(nlogd(n)) avec d > 0 une constante et b° = a :
T(n) € O(n°log3 " (n))

@ f(n) € O(n) avec b > a: T(n) € O(f(n))
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Méthode Master

Exemple (T(n) = 2T () -+ n — Tri fusion)
0a=2b=2c=1
o bc=21=2
@ b*=a=cas?

T(n) € O(nlogy(n))

Exemple (T(n) = 2T (3§) + n?)
0a=2b=2c=2
o bc=22=4
@ b*>a=cas3
T(n) € O(n?)
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De la relation de récurrence vers la complexité

Méthode Akra-Bazzi — 1998
Généralisation de la méthode Master pour les relations de récurrence de la

forme T(n) = z; T(b;i = n)+ f(n)

@ b; une constante positive b; < 1

@ k une constante kK > 1

o f(n) € O(n°logd(n)) avec ¢,d >0
On pose e = Zk: b¢
Trois cas : =

Q@ e<1: T(n)€ O(nlogd(n))

Q@ e=1: T(n) e O(nlogd™(n))

K
@ e>1: T(n)e O(n*) avec x I'unique solution de ) b =
i=1
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Méthode Akra-Bazzi
Exemple (T(n) =4T (5) + n)
1,d =0

[+ k:4,b,-:%,c
4

k
ee=> b= 1=2>1=cas3
i=1 i=1
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