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Utilisation (plutdt pratique)

* codage de 1’information
+ spécification des langages de programmation
+ compilation, analyseurs lexicaux
«  recherche de motifs
+ dans un texte
+ dans une BD
+ sur le web
+ systemes d’exploitation, éditeurs
* compression de textes
- électronique des ordinateurs
+ model-checking
- images de synthése
- cryptographie
- biologie, génétique
* linguistique (TALN)
* sciences cognitives




Utilité théorique

Spécification des langages de progmmmationr'

Modélisation
Vérification (model-checking)
Complexité

Calculabilité : A.Church A.Turing
1903-1995 1912-1954

Ou se situent les limites de 1’informatique actuelle ?
- les mots représentent toutes les instances d’un probleme

* un langage regroupe les instances positives du probleme
* un automate (Cou une autre machine) correspond a un programme

Les solutions d’un probléme
vues comme un langage

Probléme du loup, de la chévre et des choux ...

Contenu du cours

Langages rationnels (ou réguliers)
Automates finis

Expressions réguliéres

Grammaires réguliéres

Grammaires hors-contexte (ou algébriques)
Automates a pile

Langages hors-contexte (ou algébriques)
Grammaires contextuelles

Machines de Turing

TR R SR SR SR R R R

Automates cellulaires

1 - Langages rationnels




Matériel de base oo
00}
symbole : lettre, chiffre, caractére, signe @ EE
alphabet : ensemble fini de lettres

mot : concaténation finie de lettres ‘ <§§§%

langage : ensemble de mots
mot vide noté : 1’unique mot sans aucune lettre !
longueur d’un mot m :

représentation binaire de n non nul:

mot vide :

nombre d’occurrences de la lettre dans le mot

le ie caractére du mot m :

préfixe, suffixe, facteur, sous-mot (propre ou pas)
miroir d’un mot m :
ordres sur les mots :
- préfixe, suffixe ...
— lexicographique (généralisation ordre alphabétique)
- hiérarchique (ou militaire)

Opérations sur les langages

Soit L et M deux langages donnés

union, intersection, différences, complémentation, produit cartésien ...

de L et M :
L.M={w=uv /ueL, veM}

de M par L
L-1M = {w / il existe uelL et veM tels que v = uw }

de L

“opération
étoile”

@) Le={¢e}
(I) pour tout entier i>@Q, Li= L . Li-l

du langage L :| L™ =U;sp L1

on note L+ = u;, Lt
par convention : L= { €} (méme si L = @)
1’ensemble des mots I* est la fermeture de Kleene de 1’alphabet X

* ¥ ¥ ¥

L* : plus petit langage contenant &, L et fermé par concaténation

Exemples
K=1{0,1,2,3,4}

L =19{5,6,7,8,91

M={0,1}
Kul-={9,1,2,3,4,5,6,7,8,9 }

M.L = { 05,06,07,08,09,15,16,17,18,19 }
M.M = M2 = { 00,01,10,11 }

K-t { 01,2,345,5678,9 } = { 1,¢,45 }
Mi1K = {¢}

MiL = @

(KuL)*\ {e} ensemble des représentations décimales
des entiers (avec éventuellement des @ inutiles en téte)

*

Ensemble des langages rationnels*

plus petit ensemble contenant les langages finis sur un alphabet X
et clos par R et

définition inductive :
g e R

{¢e} €R
{a} € R, pour tout a € X

si L, M & R alors

L MeR
L.MeR
L eR

par construction, 1’ensemble des langages rationnels est dénombrable

les lexémes des langages de programmation (entiers, hexadécimaux, identificateurs, commentaires ...)

on dit aussi réguliers (regular en anglais)




Expressions réguliéres (E.R.)

définition inductive :

Unix a son propre
formalisme pour les exp.
régulieres que
grep, find, awk ...
utilisent

g € ER
¢ € ER
a € ER, pour tout a € £

si a, p € ER alors
(o + B ) € ER
(o . Bp)EER
a* € ER

par construction, 1’ensemble des expressions régulieres est dénombrable
(((@ +€).(1 .0)).(1 + €)) qui peut se simplifier en

(0 +¢e)(10)(1+c¢)

*

avec, du plus au moins prioritaire, les opérations : puis . puis +

Correspondance entre langage rationnel (ensemble)
et expression réguliére (formalisme)
Le langage L(c.) est décrit ou dénoté par
v

& € ER ’Langage rationnel
e € ER (8
a € ER, pour tout a € X L) = &
L(e) = {e}
si o, p € ER alors L(a) = {a} pour tout a € =
(@ + ) € ER .
(a.p) € ER €3
o* € ER L(a +B) = L(e) U L(B)

L(a.p) = L(a) . L(B)
L@ = (L(e))”

un langage est rationnel si et seulement si
il est dénoté par une expression réguliére.

Automate fini (A.F.)

Un est la donnée d’un quintuplet :

tel que :

o est un alphabet

. est un ensemble fini d’états

. est un ensemble de régles de transition (les fléches)
0 : Qx(Zuie}) xAQ

. est 1’état initial

. est 1’ensemble des états finals (F sous-ensemble de Q)

A accepte un mot w s’il existe un chemin de gy @ un état de F
étiqueté par les lettres de w.

L’ensemble des mots acceptés forme le reconnu par

Exemple

Automate fini A

A =(2, Q’ 6’ do» F)
@@

2 ={ ’ }
Q = {q07q1}
d = {(q0’ ,q@),(q@, ’ql),(ql, ’ql)’(qoy sql)}
gy est 1’état initial

F = {a.}

Ici, A reconnait le langage L(A) décrit par 1’expression
réguliere :




Automates finis déterministes (A.F.D.)

Un automate fini est si et seulement si
la relation & est une fonction de transition

0: (QxZX) = Q

d’un état donné, il part au plus une fléche étiquetée par une
lettre donnée

on n’autorise plus les e-transitions

Un automate fini déterministe est si et seulement si
0 est une fonction définie sur 1’ensemble (Q xX) tout entier

de chaque état et pour chaque lettre de 1’alphabet X, il part
exactement une fléche étiquetée par cette lettre.

Exemple d’A.F.D

détefminisie B

e

B =(2a Q) 63 CI@, F) U\o(\’com‘)\e

2 = {0,1) % a
Q = {ap,9q1}

d = {(qQ) sqo)’(q®7 sq1)9(q1’ )ql)}

dp est 1’état initial
F={a}

B accepte les mots du langage L(B) décrit par 1’expression
réguliére :

0*1 1"

aussi noté 0* 1+

Exemple d’A.F.D complet

. 2ot
C=(z, Q, 8, g, P e
’ ’ ’ ’ d’e’ge \ qz
s = (0,1} ¢ o ot ¢
Q = {qe,ql’qz} q0 q
1
6 —

{(CI@, :qo):(qes ,ql),(ql’ qu):(Ch: ’Q1)’(q2’ :CIz):(CIz, ’CIZ)}

gy est 1’état initial

F={a,}
Yo

C reconnait le langage L(C) = L(B) décrit par @*1*

c’est la version complétée de 1’automate déterministe B précédent.

a1

W\

A . .
e Non-déterminisme

Dans un automate fini (A.F.N.) il peut y avoir

le choix entre plusieurs chemins lors de la lecture d’un mot.

Pour qu’un mot soit , 1l suffit que ses lettres
étiquettent un chemin de 1’état initial a un état final
(méme s’il existe d’autres chemins non réussis).

Notez qu’un A.F.D.
c’est aussi un A.F.N. !




Equivalence A.F.N. / A.F.D.

si un langage est reconnu par un automate fini alors
il est aussi reconnu par un automate fini déterministe

si 1’automate fini du départ A est déterministe, c’est évident

si 1’automate de départ n’est pas déterministe,

on se propose de construire un automate fini déterministe D
qui intégre tous les choix existant dans 1’automate de départ

il resterait a prouver formellement que le nouvel automate D accepte
exactement les mots acceptés par A ...

Algorithme de déterminisation

soit un AFN A=(Z, Q, §, gy, P
on construit 1’automate D= (2, Q’, &’, q,°, F)
Q’: les nouveaux états seront issus de P(Q)

Clétures par

e-transitions

8« O
do’ < {do} U {q € Q tels que (gy,€,9) € 8* }
Q <~ {a }

pour tout g’ € Q’ non encore considéré faire
pour tout o € X faire
g’ {yeQ/3Ixeq tel que (X,0,y) € 0 }
si q’ = @ alors
qQ’’ <« q’u{zeQ/3yeq’ tel que (y,€,z) € 0"}
0 < d U {(ag,0,q)}
Q<Qui{ag’}

F’ < {q’ tels que g° N F = & }

(0* est la généralisation de O aux mots )

Exemple de « déterminisation »

soit 1I’AFN : A =(Z, Q, 9§, g5, P A
S ={0,1}

<§={q@,q1} Q

{(99,%,dp)s (dp>9,01),(dp>¢,9a1), (A1,1,0)}
gy est 1’état initial
F={a}

on construit 1’AFD : D =(Z, Q, &, q,°, F’)

0y’ = {dpd;} nouvel état initial 9’

Q= {{dg,a }> {a }} {de>a1}|de>a1| a1
8 = { ({ q0,q1 }a a{ quql })’
({ do> a1 }’ a{ d: }), {ql} - a1

(L a b lola b) 57
F = {{ g} »{a, }} @

Application acio”

cenp
k- N ou S0

En début de , lors de 1’analyse lexicale,
le flot de caractéres est découpé. Chaque morceau
appartient a un lexeme i.e. un petit langage décrit
par une expression réguliére.

Les générateurs automatiques d’analyseurs lexicaux
(Lex, Flex ...) utilisent alors un algorithme

pour passer directement d’une expression réguliére
a un automate fini déterministe complet.




Algorithme : E.R. — A.F.D.

on indice les n lettres de X figurant dans E (de gauche a droite
par les entiers de 1 a n)

on transforme E en E’ en remplacant chaque lettre par q (Q€Z%)
on ajoute g, au tout début de E’
pour tout i de 1 a n faire
pour tout o € X faire
succ(g;,0) < {qj suivant q; dans E’ apres lecture de o}

Q < {do}
0O
pour tout q € Q non encore considéré faire
pour tout o € X faire
q’ < succ (q,0)
si g’# @ alors
d < BV (9,0.0))
Q<Qu{a’}

F < { états qui contiennent un symbole final de E’ }

Exemple : E.R. — A.F.D.

E :
on indice les lettres :
(a,+ €)(by,as ) (by+ ¢)

on remplace les lettres par le symbole g et on met g, devant :

E>:dg (g1 + €)(Q203)" (qy + €)

initialisations :  Q < {{(p}} 0« (6]

Jp »a: Q< Qu{a} 8 < du {(g9,a,ay)}

q@ ’b: Q h Q U {{qZ,Ch}} o« du {(qO:b’{qZ’q4})}
q, ,a: (rien)

ql ’b: o« du {(qub,{qz;%})
{az,04},0a: Q< Qu{as} d < dU {({dz,q4},0a,03) }
{az,a:},b: (rien)

ds ,a: (rien)

q3 :b: o« du {(q3:bs{q2sq4})}

A= (2, Q={dp a1, 93.{d;,94}}. {ao}. 8, F={dy, a1,03,{A,.q4}})




