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Computers are incredibly fast, accurate and stupid. Human
beings are incredibly slow, inaccurate and brilliant. Together
they are powerful beyond imagination.

Albert Einstein.

Constraint Programming represents one of the closest
approaches computer science has yet made to the Holy Grail
of programming : the user states the problem, the computer
solves it.

Eugene C. Freuder, Inaugural issue of the Constraints Journal,1997.
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Introduction

Programmation par contraintes (PPC)

Modélisation et de résolution de problémes combinatoires.

Probléme combinatoire

Ensemble discret et dénombrable de solutions.

Satisfiabilité trouver une solution

Enumération trouver plusieurs/toutes les solutions
Optimisation trouver la meilleure solution
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Introduction

Programmation par contraintes (PPC)

Modélisation et de résolution de problémes combinatoires.

Probléme combinatoire

Ensemble discret et dénombrable de solutions.

Satisfiabilité trouver une solution

Enumération trouver plusieurs/toutes les solutions

Optimisation trouver la meilleure solution

Est-ce que ga vaut le coup d'oeil ?

> Langage de modélisation riche.

> Techniques de résolution puissantes et génériques.
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Introduction

Programmation par contraintes (PPC)

Modélisation et de résolution de problémes combinatoires.

Probléme combinatoire

Ensemble discret et dénombrable de solutions.

Satisfiabilité trouver une solution

Enumération trouver plusieurs/toutes les solutions

Optimisation trouver la meilleure solution

Est-ce que ga vaut le coup d'oeil ?

> Langage de modélisation riche.

> Techniques de résolution puissantes et génériques.

Au point de suivre un cours?
> Concevoir de meilleurs (solvables) modeéles.

> Meilleure exploitation de la technologie.

Programmation-par-contraintes
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Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!
> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Programmation par contraintes
87122




Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!

> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Model model = new CPModel();
IntegerVariable S = makeIntVar("S",0,9);

IntegerVariable Y = makeIntVar("Y",0,9);
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Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!
> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Model model = new CPModel();
IntegerVariable S = makeIntVar("S",0,9);

IntegerVariable Y = makeIntVar("Y",0,9);

model .addConstraint (neq(S,0) ,neq(M,0) ) ;

model .addConstraint (allDifferent(S,E,N,D,M,0,R,Y));

model.addConstraint(

eq( plus( scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]l{S,E,N,D}),
scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]{M,0,R,E})),

scalar (new int[]{10000,1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]J{M,0,N,E,Y})));
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Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!
> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Model model = new CPModel();
IntegerVariable S = makeIntVar("S",0,9);

IntegerVariable Y = makeIntVar("Y",0,9);

model .addConstraint (neq(S,0) ,neq(M,0) ) ;

model.addConstraint (allDifferent(S,E,N,D,M,0,R,Y));

model.addConstraint(

eq( plus( scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]l{S,E,N,D}),
scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]{M,0,R,E})),

scalar (new int[]{10000,1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]J{M,0,N,E,Y})));
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Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!
> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Model model = new CPModel();
IntegerVariable S = makeIntVar("S",0,9);

IntegerVariable Y = makeIntVar("Y",0,9);

model .addConstraint (neq(S,0) ,neq(M,0) ) ;

model.addConstraint (allDifferent(S,E,N,D,M,0,R,Y));

model.addConstraint(

eq( plus( scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]l{S,E,N,D}),
scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]{M,0,R,E})),

scalar (new int[]{10000,1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]J{M,0,N,E,Y})));
Solver solver=new CPSolver();

solver.read(model) ;

Propagation initiale : S=9, E in 4..7, N in 5..8, M=1, 0=0, [D,R,Y] in 2..8
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Introduction

Du réve a la réalité

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY 7
> Facile!
> [9,5,6,7] + [1,0,8,5] = [1,0,6,5,2]

Model model = new CPModel();
IntegerVariable S = makeIntVar("S",0,9);

IntegerVariable Y = makeIntVar("Y",0,9);

model .addConstraint (neq(S,0) ,neq(M,0) ) ;

model.addConstraint (allDifferent(S,E,N,D,M,0,R,Y));

model.addConstraint(

eq( plus( scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]l{S,E,N,D}),
scalar(new int[]{1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]{M,0,R,E})),

scalar (new int[]{10000,1000,100,10,1}, new IntegerVariable[]J{M,0,N,E,Y})));
Solver solver=new CPSolver();

solver.read(model) ;

solver.solve();

Propagation initiale : S=9, E in 4..7, N in 5..8, M=1, 0=0, [D,R,Y] in 2..8
Recherche : S=9, E=5, N=6, D=7, M=1, 0=0, R=8, Y=2
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Introduction

Programmation par contraintes

@ Modele déclaratif.

> Description des propriétés et relations entre objets partiellement connus.
> Gestion d’'information exacte, approchée, finie, infinie, compléte et incomplétes.

Raisonnement automatique basé sur les contraintes.

> Propagation des nouvelles informations.
> Simplification extrait les informations implicites.

@ Résolution efficace de problémes combinatoires.

> Combinaison aisée avec des techniques de recherche et d'optimisation.
@ Technologie récente et coliteuse.
@ Résolution de trés grandes instances.

@ Optimisation sous contraintes.

Programmation par contraintes
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Introduction

Il était une fois ...

1960
1970
1980
1980
1990
1990
Aujourd’hui

Réseau de contraintes en IA

Programmation logique (prolog)
Programmation logique concurrente
Programmation par contraintes
Programmation par contraintes concurrente
Applications commerciales (ILOG)
http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/

Programmation par contraintes
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http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/

Introduction

Influences

v

Mathématiques

> Recherche opérationnelle
> Théorie des graphes
> Algébre

v

Programmation Logique

v

Informatique

> Automate
> Preuve automatique

Economie

v

v

Linguistique

Programmation par contraintes




Introduction

Applications

» Académiques

vyvYyVvVYyy

sac-a-dos,

voyageur de commerce,
coloriage de graphe,
Robotique,

Agents,

» Industrielles

vyVYyVYVYVYyYy

ordonnancement,
allocations de ressources
emploi du temps

design de circuit
séquengage de 'ADN,

Programmation par contraintes

/122



Introduction

PLNE versus PPC

PLNE

> Meéthodologie éprouvée pour la
résolution de grandes instances

» Plusieurs méthodes de résolution
pour chaque modele

» Meéthodes tournées vers
U'optimisation, approche globale

PPC

> Méthode de modélisation
adaptée aux problemes
composites

» Modeéles déclaratifs et méthodes
de résolutions flexibles

> Méthodes tournées vers la
satisfaction, approche locale

Programmation par contraintes
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Introduction

PLNE versus PPC

PLNE PPC
> Meéthodologie éprouvée pour la > Méthode de modélisation
résolution de grandes instances adaptée aux problemes

» Plusieurs méthodes de résolution EOmpBCEIEs

pour chaque modele > Modeéles déclaratifs et méthodes

» Méthodes tournées vers de résolutions flexibles

U'optimisation, approche globale > Méthodes tournées vers la
satisfaction, approche locale

branch-and-bound=backtracking
> Séparation itérative (branching)
» Evaluation (boundingl/filtering)

> Inférence (cutting plane/propagation)

Programmation par contraintes
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Introduction

PLNE versus PPC

PLNE

@ opérations algébriques faites sur
le systeme entier

@ trés bonnes bornes pour accélérer
la preuve de l'optimalité.

@ heuristiques de bonne qualité
disponibles.

® modélisation bas niveau
(contraintes linéaires)

DODOOOO OO

@)

solutions réalisables

structure du probléeme préservée
information sur les domaines
formulation efficace

toutes les solutions

hybridation

propagation trop locale

optimisation

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Plan

© Probléme de satisfaction de contraintes

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Définitions

Probléme de satisfaction de contraintes

> un ensemble de variables {Xi,...,X,}

» un ensemble de domaines discrets {Dx, ..., D,}

> Un ensemble de contraintes {Cy, ..., Cn}
Affectation

Une affectation consiste a instancier des variables.
> partielle ou totale

» consistante ou inconsistante

A= {(X1, V1), (X3, V3), (Xa, Va) }

Solution

Une solution est une affectation totale consistante.

Programmation par contraintes
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Only two Ingredients !!!

CP = Pruning + Search

* Pruning = removing values from non feasible solutions

* Search = Systematic exploration of solution space



CP in One Slide

* CP =Pruning + Search

Constraint

k Fix-point Algo

repeat
select a constraint c
if c is infeasible wrt the domain store
return infeasible
else
apply pruning algorithm of c
until no value can be removed G




Fix Point Algorithm

Constraints

Constraint Store

X€{1,3,4,5} Y€ {3,4}




Fix Point Algorithm

Constraints

Constraint Store

X€{1,3,4,5} Y€ {3,4}




Fix Point Algorithm

Constraints

Constraint Store

X€{1,3} YE{3,4}




Fix Point Algorithm

Constraints Constraint Store




Fix Point Algorithm

Constraints Constraint Store




Fix Point Algorithm

Constraint Store

Constraints

X€{1,3} Y€E {3}




Fix Point Algorithm

Constraint Store

Constraints

X€e{l} YE {3}




Search Tree

Variables:
* Dom(x1)=[0..3] Fix Point
* Dom(x2)={2,4}

* Dom(x3)={1,4} Dom(x1)=[0..2]

Dom(x2)={2,4}
Dom(x3)={4}

Constraints:

x1+x2=x3

x1!=x2




Dom(x1)=[0..2]
Dom(x2)={2,4}
Dom(x3)={4}

x1+x2=x3
x1!=x2

Dom(x1)=[0..1]
Dom(x2)={2}
Dom(x3)={}




Dom(x1)=[0..2]

Dom(x2)={2,4}
X1-';XZ=ZX3 Dom(x3)={4}
x1 !=x

Dom(x1)=[0]

Dom(x2)={4}
Dom(x3)={4}



Search Tree
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Probléme de satisfaction de contraintes

Domaine entier

Exemple

En pratique, la cardinalité du domaine est finie.

D ={1,2,3,5,7,9,10}

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Domaine entier

Exemple

En pratique, la cardinalité du domaine est finie.

D ={1,2,3,5,7,9,10}

Opérations
> test d'appartenance de valeur(s)
> suppression de valeur(s)

> itération(s) sur des valeurs
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Probléme de satisfaction de contraintes

Domaine entier

Exemple

En pratique, la cardinalité du domaine est finie.

D ={1,2,3,5,7,9,10}

Opérations
> test d'appartenance de valeur(s)
> suppression de valeur(s)

> itération(s) sur des valeurs

Représentation

Enumération occupation mémoire
Intervalle domaine non connexe

Liste,arbre complexité des structures de données.

Programmation par contraintes

A
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Probléme de satisfaction de contraintes

Domaine ensembliste

Exemple

Par bijection, on peut se restreindre a l'étude des ensembles d’entiers.

D =1{0,{1,2},{1,2,3,4},{2,3},{2,4}}

Opérations

Elles s'appliquent a des éléments ou a des ensembles.

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Domaine ensembliste

Exemple

Par bijection, on peut se restreindre a l'étude des ensembles d'entiers.

D =1{0,{1,2},{1,2,3,4},{2,3},{2,4}}

Opérations

Elles s'appliquent a des éléments ou a des ensembles.

Représentations

Enumération occupation mémoire exponentielle
» 2" sous-ensembles de [1, ]
Noyau-Enveloppe perte d’information
> K(D)=NsepS =10
> E(D) = USEDS = [1,4]

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Représentation des domaines

Gestion des états/mondes
Pendant la résolution, on maintient d’'une pile d’états.

» variables, domaines, contraintes.

Un compromis temps/mémoire

@ la représentation des domaines influe considérablement sur les
performances de la pile.

® l'action des contraintes peut différer selon la représentation des
domaines.

@ configuration automatique des solveurs.

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

Contraintes

C'est quoi ?

Une contrainte porte sur un ensemble de variables et restreint les
valeurs que l'on peut affecter simultanément a ces variables

» X4+Y<Z > (ABC) forme un triangle isocele

» AUB#C > x,y,z distincts deux a deux.

2

> x4 yiP=12z > A, B, C forment une partition de E

Programmation par contraintes
33/122




Probléme de satisfaction de contraintes

Contraintes

Déclaration

Extension on énumére les n-uplets admis :

> (x=1Ay=2)V(x=0Ay=3)V(x=2)
Intension formule mathématique :

> x+y<sz

Arité d'une contrainte

unaire, binaire, n-aire

Exemples

non linéaire x? 4 y3 = 22

symbolique (x = bleu) V (x = vert)
logique x =3 =y <z
globale allDifferent(xq,...,Xp), ...

Programmation par contraintes

A
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Probléme de satisfaction de contraintes

Quelques contraintes globales

table

(Xi,...,X,) prennent leur valeurs parmi un ensemble de tuples.

globalCardinality

Les valeurs vy, ..., vy, apparaissent O,,, ..., O, dans Xi,...,X,.

allDifferent

les valeurs de Xi,..., X, sont distinctes.

element (1D/2D/3D)

La valeur V est égale au /-éme élément de (Xi, ..., X,).
lex
(Xi,...,X,) est plus petit que (Yi,...,Y,) selon lordre lexico.

Pour les curieux : Global Constraint catalog

Programmation par contraintes

A
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http://www.emn.fr/x-info/sdemasse/gccat/index.html

Probléme de satisfaction de contraintes

@&iqLﬂ

X—y= #

Résolution

[Dyistﬂ < [DZ{¢L3ﬂ

Réseau de contraintes

> multi-graphe

> hyper-graphe

A

intes
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Probléme de satisfaction de contraintes

@&X{Lﬂ

X—y= ¢

Résolution

[Dy i 1, 2ﬂ < [DZ i 2, 3ﬂ

Filtrage des contraintes

» réduction des domaines

» instanciation

Programmation par contraintes

A
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Probléme de satisfaction de contraintes

Résolution

X
Dx = [2,3]

Y ) [ Z
Dy = [1,2]) < | Dz =[2,3]

Propagation de contraintes
> Le point fixe est indépendant de l'ordre de propagation.

> L'ordre peut influer sur la vitesse de convergence.

Programmation par contraintes

A
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Probléme de satisfaction de contraintes

Résolution

[DX : 2]

—

Xy//

\

Dy:[lzj <

Séparation itérative
> PU{X =2}
> ou PU{X # 2}

A



Probléme de satisfaction de contraintes

o p ]

XY/ +

Y ) 4 ]
Y—[l]J < tDZ:[3]

Séparation itérative
> PU{X =2}
> ou PU{X # 2}

Résolution

ntes
36 /122
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Probléme de satisfaction de contraintes

CSPs binaires et booléens

Probléme de satisfaction de contraintes binaires
Tout CSP peut étre converti en un CSP binaire : encodage dual.

> inversion du role des variables et des contraintes.
U={(X.Y,Z) & X+¥=Z} [{145).2,3.5)(2456)
15t{U}=151{V) 2nd{U)=2nd(V}

V={(X,Y) & X=Y} [(1.30.(1.4)(2,3),(2.4)]

Programmation par contraintes
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Probléme de satisfaction de contraintes

CSPs binaires et booléens

Probléme de satisfaction de contraintes binaires
Tout CSP peut étre converti en un CSP binaire : encodage dual.

> inversion du rdle des variables et des contraintes.
U={{X,Y.Z} & X+Y=Z} 1(1,4,5).2,3,5,(2 4,6)]

15t{U}=151{V) 2nd{U)=2nd(V}
V={(X,Y) & X=Y} [{(7.3).01.4)(2,3),(2.4)]

Probléme de satisfaction de contraintes booléennes
Tout CSP peut étre converti en un CSP booléen : encodage SAT.

> un booléen indique si une valeur est assignée a une variable.

Programmation par contraintes
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Solveurs de contraintes

Plan

© Solveurs de contraintes
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Solveurs de contraintes

Solveur de contraintes

Réinventer la poudre ?

Il est inutile de programmer toutes les techniques en partant de rien.

Programmation par contraintes
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Solveurs de contraintes

Solveur de contraintes

Réinventer la poudre ?

Il est inutile de programmer toutes les techniques en partant de rien.

Solveur de contraintes

Un solveur se présente généralement sous la forme d’'une bibliotheque
dans un langage de programmation (Prolog, C, Java, ...).

> implémentation des structures de données
> variables, domaines, contraintes

> cadre général de consistance

> stratégies de recherche

> interface flexible et évolutive

» variables, domaines
> contraintes, algorithmes de filtrage
> heuristiques, stratégie de recherche

Programmation par contraintes
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Solveurs de contraintes

Catalogue de solveurs

> SICStus (Prolog)
» ECLIPSe (Prolog)
» CHIP (C)
> Prolog/C/C++
> |ILOG (C++)
» C++/Java/Python/OPL
Gecode (C++)
Mozart (Oz)
Koalog (Java)
Choco (Java)

Jacop (Java)

vV V.V vV VY

Comet

Programmation par contraintes
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http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/
http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/

Solveurs de contraintes

Catalogue de solveurs

vV V.V vV VY

SICStus (Prolog)

ECLIPSe (Prolog) Hybridation/Spécialisation
CHIP (C) > intégration avec packages RO
> Prolog/C/C++ > programmation mathématique
> recherche locale
ILOG (C++)
> ordonnancement
» C+-+/lava/Python/OPL o
> activites
Gecode (C++) > ressources, précédences
Mozart (Oz) > stratégies de recherche
Koalog (Java)
Choco (Java)
Jacop (Java)
Comet

Programmation par contraintes
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http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/
http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/

Solveurs de contraintes

Catalogue de solveurs

vV V.V vV VY

SICStus (Prolog)
ECLIPSe (Prolog)
CHIP (C)

> Prolog/C/C++
ILOG (C++)

» C++/Java/Python/OPL
Gecode (C++)
Mozart (Oz)
Koalog (Java)
Choco (Java)
Jacop (Java)

Comet

Hybridation/Spécialisation
> intégration avec packages RO

> programmation mathématique
> recherche locale

» ordonnancement
> activités
> ressources, précédences
> stratégies de recherche

Pour les curieux

Catalogue of Constraint Programming
Tools

Programmation par contraintes
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http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/
http://openjvm.jvmhost.net/CPSolvers/

Solveurs de contraintes

En résume

Cadre générale de la PPC

> La consistance locale relient les algorithmes de filtrage qui
s'appliquent a chaque contrainte.

> La recherche arborescente résout les disjonctions restantes.

Programmation par contraintes
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Solveurs de contraintes

En résume

Cadre générale de la PPC

> La consistance locale relient les algorithmes de filtrage qui
s'appliquent a chaque contrainte.

> La recherche arborescente résout les disjonctions restantes.

Résolution d'un probléme
» modele déclaratif d'un probléme sous la forme d'un CSP

> algorithmes de filtrage encodés dans des contraintes

> stratégies de recherche

Programmation par contraintes
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L'art de la modélisation

Programmation par contraintes
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Plan

@ SEND+MORE=MONEY
© Probléme des dames

© Séquence magique

Q Régles de Golomb

© Suite de Langford

Programmation par contraintes
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Constat

Tous les problémes ne sont donnés pas sous la forme d'un CSP!

Programmation par contraintes
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Recette

» formaliser le probléme
résoudre de petites instances « a la main »
modéle de base

> déclaration des variables
> déclaration des contraintes

» reformulation

> déclaration des variables auxiliaires
> contraintes difficiles a exprimer ou peu efficace

» étude des modeles 0/1, dual et combiné

> étude des symétries

Programmation par contraintes




SEND+MORE=MONEY

Plan

@ SEND+MORE=MONEY

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

A vous de jouer

> Solveur, quelle est la solution de SEND+MORE=MONEY ?
> Facile!
> [9’5:6:7] + [130)835] = [1;0:6’5’2]

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y (1)

n+N+R=10xn+E (2)

Rn+E+0=10xnrn+N (3)

BESEM=10xM+0 (4

S5,M>0 (5)

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)
(6)

n€l0,1] rel0,1] re€]0,1]
Se[l,9 E€]0,9] Ne]o,9]
Del0,9] Me[l1,9] 0€]0,9
Re[0,9] Y €]0,9]

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

<|[(B+S-0)+-9| <
D+E=10xn+Y W M<l(mrsS-0)=o<1

(
n+N+R=10xn+E (
Rn+E+0=10xnrn+N 3
BES+M=10xM+0
S5,M>0 (5)
allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(6)

n€[0,1] rnel0,1] re€]0,]1]
Se[l,9] E€][0,9] Ne€]0,9]
Def0,9] M=1 0€]0,9
Re[0,9] Y €]0,9]

Programmation par contraintes
48 /122




SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

< <
D+E=10xr+Y () M<|(B+S-0)+9] <1

(
n+N+R=10xn+E (
Rn+E+0=10xnrn+N 3
BES+M=10xM+0
S5,M>0 (5)
allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(6)

n€[0,1] rnel0,1] re€]0,]1]
S5€[8,9] E€][0,9] Ne€]0,9]
D €10,9] M=1 0¢el0,1]
Re[0,9] Y €]0,9]

Programmation par contraintes
48 /122




SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

HM<|(B+S-0)+9) <
D+E=10xr+Y (1) (4) /\(;’i(ragswg)l 9] <1
n+tN+R=10xn+E (2 (:5;5+67*>8
n+E+0=10xnrn+N (3) (4 529+0-13>
( 6) 0=0; E,N,D,R,Y >2

P+ S+M=10x M+ O

S5,M>0 (5)

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)
(6)

n€l0,1] rnel0,1] re]l0,]1]
S5€[8,9] E€[2,9 Nec[2,9]
De2,9 M=1 0=0
Re[2,9] Ye[29]

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y (1) E:; l\o/,<<rL(«r|i45_59_<O)1_9J<:l
n+N+R=10xnr+E (2) (4)5>_93—|—O—f >8
ntE+0=10xn+N  (3) (mo;ofingY>2
n+S+M=10xM+0 (4 B+ E - N) <1

B) < |(B+E—N)=10] <0

S5,M>0 (5)
allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)
(6)

rn €1[0,1] r €]0,1] =0
S5€[8,9] E€[2,9] NeJ2,9]
De2,9 M=1 0=0
Re[2,9] Ye[29]

Programmation par contraintes
48 /122




SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D E—t0unsy () () M<|(B+S-0)+9]<1
n+N+R=10xn+E (2 23255:5—?§;
n+E+0=10xnr+N (3) (6) o_zo ENBRY>2
n+S+M=10xM+0 (4 B)n<|(m+E—N)+10/ <0
S.M>0 B4 sZa -

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)
(6)

nel0,1] nel0,1] r3=0
5=9 Eec[2,9] Ne[2,9
De2,9 M=1 0=0
Re[2,9] Ye[29]

Programmation par contraintes
48 /122




SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y

(1)
n+N+R=10xn+E (2
n+E+0=10xrs+N (3)
BtS+M=10xM+0 (4
S,M>0 (5)
allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(6)
nel0,1] nel0,1] r3=0
5=9 Eec[2,8 Ne[2,8
De28] M=1 0=0

Re[2,8 Ye[28

4 M<|(R+S-0)+9]<1
(4 0<m+S-9<1

(4 S>9+0-1>8

(6) 0O=0; E,N,D,R,Y >2
B) n<|(R+E-N)+10/ <0
4 S=

(6) E,N,D,R,Y <8

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

9] <1

Y m WM< (BF+S—-0)+
n+N+R=10xnr+E (2) 23255:5—?§;
h+E+0=10xr+N ) (6) O_O EN;)RY
n+S+M=10xM+0 (4
S,M>0 (5) () m<l(+E-N)+10] <0
allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y) ) 5=9

6) (6 ELN.D.RY <8

(B)ET(6) n=1AN>3

nelod] =1 =0
S=09 Ec[2,8 Ne[3,8

De2,8] M=1 0=0
Re[2,8] Ye[28]

Programmation par

contraintes
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y
n+N+R=10xn+E
n+E+0=10xnrn+N
+S+M=10x M+ O
SSM>0

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(o)

(6)
I’1:1 r2:1 r3:0
5=9 Eec[2,8] Ne€][3,8
D€ [2,8 M=1 0=0
R=8 Y €[2,8]

Programmation par contraintes

4 M<|(R+S-0)+9]<1
(4 0<m+S-9<1

(4 S>9+0-1>8

(6) 0O=0; E,N,D,R,Y >2
B) n<|(R+E—-N)+10/ <0
(4) S=9

(6) E,N,D,R,Y <8

(B)ET(6) nb=1AN>3

(2) R>9-7>8
2)n>9-R>1
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y
n+N+R=10xn+E
n+E+0=10xnrn+N
+S+M=10x M+ O
SSM>0

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(o)

(6)
I’1:1 r2:1 r3:0
5=9 Ee€[57 Ne][3,7]
D e [2,7] M=1 0=0
R=38 Y €[2,7]

Programmation par contraintes

4 M<|(R+S-0)+9]<1
(4 0<mB+S-9<1

(4 $>9+0-1>8

(6) 0=0; E,N,D,R, Y >?2
B) m<|(R+E—-N)+10/ <0
(4 §=9

(6) E,N,D,R,Y <8
B)ET(6) m=1AN>3

(2) R>9-7>8
2)n>9-R>1

6) E,N,D,Y <7
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SEND+MORE=MONEY

SEND+MORE=MONEY

D+E=10xn+Y
n+N+R=10xn+E
n+E+0=10xnrn+N
+S+M=10x M+ O
SSM>0

allDifferent(S,E,N,D,M,O,R,Y)

(1
(2
(3
(4
()

)
)
)
)

(6)
I’1:1 r2:1 r3:0
5=9 Ee€[57 Ne][3,7]
D€ [5,7] M=1 0=0
R=38 Y €[2,4]

4 M<|(E+S-0)=9|<1
(4 0<mB+S-9<1

4 §>9+0-1’3>8

(6) 0O=0; E,N,D,R,Y >2
B) n<|(R+E-N)+10/ <0
4 S=9

(6) E,N,D,R,Y <8

(B)ET(6) m=1AN>3

(2) R>9-7>8
2)n>9-R>1

(6) E,N,D,Y <7

(1) (D,E)>10+Y —(E,D)>5
(1) Y<E+D-10<4

o
3

grammation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

DiE=10+Y 7)
N=E+1 (8)
allDifferent(E,N,D,Y) (9)

E €[5,7] N € [3,7]
D e [5,7] Y €[2,4]

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

DiE=10+Y 7)
N=E+1 (8)
allDifferent(E,N,D,Y) (9)

IN IV
o o

E € [5,6] N € [6,7]
D e [5,7] Y €[2,4]

Programmation par contraintes

49 /122



SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

8) N>E+1>
D+E=10+Y (7) (8)E;ﬁ+1;2
N=E+l (®) (7) 0;10_ Yy E>6
allDifferent(E,N,D,Y) (9) (7) D210+ Y - E =
(7) Y<D+E-10>3

E € [5,6] N € [6,7]
D e [6,7] Y €[2,3]

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

DiE=10+Y 7)
N=E+1 (8)
allDifferent(E,N,D,Y) (9)

E=5
D € [6,7]

N € [6,7]
Y €[2,3]

8 N>E+1>6
(8) EXN—-1<6

(7) D>10+Y —-E>6
(7) Y<D+E—-10>3
(9 E=5

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

DiE=10+Y 7)
N=E+1 (8)
allDifferent(E,N,D,Y) (9)

E=5
De6,7]

N=6
Y €[2,3]

8 N>E+1>6
(8) E<XN—-1<6
(7) D>10+Y - E>6
(7) Y<D+E—-10>3
(9 E=5

8) N=6

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

DiE=10+Y 7)
N=E+1 (8)
allDifferent(E,N,D,Y) (9)

E=5
D=7

N=6
Y €[2,3]

IN IV N IV

O =2mMm<<OmMmz=z2

Programmation par contraintes
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SEND+MORE=MONEY

9END+108E=10NEY

D+E=104+Y
N=E+1

(/)
(8)

allDifferent(E,N,D,Y) (9)

E=5
D=

N=6
Y =2

o]
+

O© N N oo
IA IV A IV
NN o O g2 Z2m

]

(=}

<X TOT=zm<x0Omz=
I

~
—_——= = = = — = =

SOLUTION

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Plan

© Probléme des dames

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

CSP, vos papiers'!

Sur un échiquier de taille n x n, placer un nombre maximum de dames
de telle sorte qu'aucune dame ne puisse en capturer une autre.

> Une dame peut en capturer une autre si elles sont sur la méme ligne,
colonne, ou diagonale.

Programmation par contraintes




Probléme des dames

CSP, vos papiers!

Sur un échiquier de taille n x n, placer un nombre maximum de dames
de telle sorte qu'aucune dame ne puisse en capturer une autre.

> Une dame peut en capturer une autre si elles sont sur la méme ligne,
colonne, ou diagonale.

Méthode simple

Transformer le probléme d'optimisation en une séquence de problémes
de satisfaction de contraintes :

> 1 dame sur l'échiquier?
> 2 dames sur l'échiquier?
> 500
>

n dames sur 'échiquier?

Programmation par contraintes

51
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Probléme des dames

CSP, vos papiers!

Sur un échiquier de taille n x n, placer un nombre maximum de dames
de telle sorte qu'aucune dame ne puisse en capturer une autre.

> Une dame peut en capturer une autre si elles sont sur la méme ligne,
colonne, ou diagonale.

Méthode simple

Transformer le probléme d'optimisation en une séquence de problémes
de satisfaction de contraintes :

> 1 dame sur l'échiquier?
> 2 dames sur l'échiquier?
>

> n dames sur l'échiquier?

Exercice 1
Résoudre le probléme a la main pour n = 2,3,4,5.

Programmation par contraintes

51
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Probléme des dames

Algorithme glouton (n > 4)

List of numbers for vertical positions (rows) of queens with horizontal
position (column) simply increasing.

>

>

If the remainder from dividing N by 6 is not 2 or 3 then the list is simply
all even numbers followed by all odd numbers < n.
Otherwise, write separate lists of even and odd numbers.

> 2468-1357
If the remainder is 2, swap 1 and 3 in odd list and move 5 to the end.

> 3175
If the remainder is 3, move 2 to the end of even list and 1,3 to the end of
odd list.

> 46,82-57913
Append odd list to the even list and place queens in the rows given by
these numbers, from left to right.

> a2, b4, cb, d8, e3, f1, g7, h5

Exemples

Programmation-par-contraintes
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Probléme des dames

Algorithme glouton (n > 4)

List of numbers for vertical positions (rows) of queens with horizontal
position (column) simply increasing.

> |f the remainder from dividing N by 6 is not 2 or 3 then the list is simply
all even numbers followed by all odd numbers < n.
> Otherwise, write separate lists of even and odd numbers.
> 2468-1357
> If the remainder is 2, swap 1 and 3 in odd list and move 5 to the end.
> 3175
> |f the remainder is 3, move 2 to the end of even list and 1,3 to the end of
odd list.
> 46,82-57913
> Append odd list to the even list and place queens in the rows given by
these numbers, from left to right.
> a2, b4, cb, d8, e3, f1, g7, h5
Exemples

14 dames (reste 2): 2, 4,6,8,10,12,14,3,1,7,9,11, 13, 5.

Programmation-par-contraintes
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Probléme des dames

Algorithme glouton (n > 4)

List of numbers for vertical positions (rows) of queens with horizontal
position (column) simply increasing.

> |f the remainder from dividing N by 6 is not 2 or 3 then the list is simply
all even numbers followed by all odd numbers < n.
> Otherwise, write separate lists of even and odd numbers.
> 2468-1357
> If the remainder is 2, swap 1 and 3 in odd list and move 5 to the end.
> 3175
> |f the remainder is 3, move 2 to the end of even list and 1,3 to the end of
odd list.
> 46,82-57913
> Append odd list to the even list and place queens in the rows given by
these numbers, from left to right.
> a2, b4, cb, d8, e3, f1, g7, h5
Exemples

14 dames (reste 2): 2, 4,6,8,10,12,14,3,1,7,9,11, 13, 5.
15 dames (reste 3) : 4, 6, 8,10, 12,14, 2,5, 7,9, 11,13, 15, 1, 3.

Programmation-par-contraintes

A
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Probléme des dames

Probléme des n dames (n queens problem)

Sur un échiquier de taille n x n, placer n dames de telle sorte
qu’aucune dame ne puisse en capturer une autre.
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Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Modeéle booléen

> La variable g; € [0, 1] indique si une reine est présente sur la case (7, ).

Programmation par contraintes )
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Probléme des dames

Modele lignes/colonnes

> La variable /; € [1, n] indique la ligne de la dame i.

> La variable ¢ € [1, n] indique la colonne de la dame 1.

G # ¢ 1<i<j<n
L] 1<i<j<n
i+ (¢ —ci) # 1<i#j<n
a+(i—h)#g 1<i#j<n

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Modele lignes (binaire)

> la dame i se trouve sur la ligne i

> La variable ¢; € [1, n] représente la

Ci7éCj
a#¢+U—1i)
a#¢—U—1i)

colonne de la dame i.
1<i<j<n

1<i<j<n
1<i<j<n

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Modele lignes (global)

v

la dame i se trouve sur la ligne /

v

La variable ¢; € [1, n] représente la colonne de la dame .

v

Les variables auxiliaires m; et p; représentent les projections de la dame i
sur la colonne 0 selon les diagonales.

v

Des contraintes globales remplacent les cliques d'inégalités binaires.

allDifferent(cy,...,Cs)

mi=c¢ — i 1<i<n
allDifferent(my,..., m,)

pi=c+i 1<i<n

allDifferent(pi,...,Pn)

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Dualité

Exercice 2

Proposer un modeéle dual.

Exercice 3

Proposer un modéle combiné, i.e. le modéles primal et le dual.

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Dualité

Exercice 2

Proposer un modeéle dual.

Solution

> Inversion du rdle des lignes et des colonnes.
> la dame j se trouve sur la colonne j

> La variable /; € [1, n] représente la ligne de la dame j.

Exercice 3

Proposer un modéle combiné, i.e. le modéles primal et le dual.

Programmation par contraintes
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Probléme des dames

Dualité

Exercice 2

Proposer un modeéle dual.

Solution
> Inversion du rdle des lignes et des colonnes.

> la dame j se trouve sur la colonne j

> La variable /; € [1, n] représente la ligne de la dame j.

Exercice 3

Proposer un modéle combiné, i.