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- Neerithmeglouon
Algorithme glouton

Principe

o A chaque étape, on fait un choix, celui qui semble le meilleur a cet
instant
o Construit une solution pas a pas
@ sans revenir sur ses décisions
o en effectuant a chaque étape le choix qui semble le meilleur
@ en espérant obtenir un résultat optimum global
@ Approche gloutonne
o suivant les problemes pas de garantie d'optimalité (heuristique
gloutonne)
e peu coliteuse (comparée a une énumération exhaustive)
o choix intuitif
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Recherche locale

Principe
@ On part d'une solution initiale

@ A chaque étape, on modifie la solution
o en essayant d'améliorer la valeur de la fonction objectif
o en espérant obtenir |'optimum global

@ Approche locale

o suivant les problemes pas de garantie d'optimalité (heuristique)
e peu coliteuse

Remarque

S'il n'existe pas de fonction objectif Constraint Based Local Search
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Programmation par Contraintes

@ Recherche Arborescente

trouver une solution

o trouver I'ensemble des solutions

e trouver une solution optimale

@ prouver la non existence de solution

@ Approche compléte
o garantie d'optimalité
o plus coiiteuse
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~ Programmation par Contraintes
Send More Money

Description

Z|Iom
m>x 2
<mo

Contraintes possibles

s%1000 + ex100 + nx10 + d
C: + m*1000 + ox100 + rx10 + e
= m=10000 + o %1000 + nx100 + ex10 + y

G s#e CGis#n Cs#d Css#m
G :s#r CGes#y Cy:e#£n Cio:e#£d
Cre#o Grio#r Cyg:0#y

Co:s#o
Cii:e#m
Co:r#y
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~ Programmation par Contraintes
Send More Money

Description
rarsnn
SEND
+ MORE
MONEY
Contraintes possibles
G d+e=y+10xn I’1€{0,1}
G: n+n+r=e+10xn r € {0,1}
CG: n+teto=n+10%nr r3 € {0,1}
C4Z r+s+m=o0+10x%xn, r4E{O,1}

C5Z
Co:s#e G :s#n CGg:s#d Co:s#m Cio:s#o
Cis#r Cios#y Cizce #n Cipce#d Cis:e #m
C16:e7éo C31:o7$r C32;o7éy C33Z r7éy

h=m
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Comment résoudre un CSP ?



Generate and Test
Méthode Naive

Générer toutes les affectations possibles et vérifier si elles correspondent a
des solutions

Remark
Pour trouver une seule solution, on
va générer :
@ 92 % 10° = 81 000 000 feuilles
avec la premiere modélisation

@ 2% 92%10% =1 296 000 000
avec la seconde

On peut faire mieux ?
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Generate and Test

Coloriage de carte
°oV=
@ Di=---=Dy

{Vl,...

= {.’ o, .}

o C1

%
C2:
C3:
C4I
C5Z
Cﬁi
C7Z
Cg:
Cg:
Cio: V6 # w7

vi# v
%) 75 V3
Vo #£ vy
V3 # Vg
V3 # Vs
V3 # Ve
V4§£ Vs
Vs # Ve

(vr,0)
X

(Vﬁ?.)

(vi,0) (vr,0)

X

X

(Vﬁv.)

8/41



L Methode de résolution | Forward Checking
Forward Checking

Des qu’une variable est affectée on essaye de filtrer les valeurs pour les
autres variables

@ On remplace la variable par sa valeur dans toutes les contraintes

@ On peut filtrer si une contrainte ne contient plus qu'une variable

o {G:rs+s+m=o0+10%r,
Cs: = m}
] I‘4:O
=>n+s+m=o0Am=0KX
] r4:1

=n+s+1=0+10

=n+s+m=0+10Am=1
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L Methode de résolution | Forward Checking
Forward Checking

Des qu’une variable est affectée on essaye de filtrer les valeurs pour les
autres variables

@ On remplace la variable par sa valeur dans toutes les contraintes

@ On peut filtrer si une contrainte ne contient plus qu'une variable

Remark
Pour trouver une seule solution, on va
générer :

@ 483 840 feuilles avec la premiere
modélisation

@ 57 avec la seconde

Pourquoi attendre une affectation ?
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N ool
Méthode avec Filtrage

Les 2 étapes clés de la programmation par contraintes !

Propagation
Supprime des domaines les valeurs inconsistantes, c’est-a-dire les valeurs
ne pouvant étre dans une solution

Exploration

Affecte une valeur a une variable
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N ool
Propagation

Consistance pour une contrainte

Différentes consistances :
o Consistance d'arc généralisée [Mackworth, 1977b]
o Consistance de chemin [Montanari, 1974]
o Consistance de borne [van Hentenryck et al., 1995]
° ...

Toutes reposent sur la notion de support
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N ool
Propagation

Consistance pour une contrainte

Definition (Support)

Soient vy, ..., v, des variables de domaines discrets finis D1,...,D, et C
une contrainte. La valeur x; € D; a un support ssi

Vje[1,n],j#i,3x; € Dj tel que C(x,...,X,) soit vrai

Exemple
C:ry=mavec D, =[0,1] et Dp, = [1,9]
@ 1 pour rg a un support : 1 pour m car C(1,1) est vrai

@ 0 pour rg n'a pas de support : Vxm € Dp, C(0, x,) est faux
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N ool
Propagation

Consistance pour une contrainte

Definition (Support)

Soient vy, ..., Vv, des variables de domaines discrets finis Dy,...,D, et C
une contrainte. La valeur x; € D; a un support ssi
Vj € [1,n],j #i,3x; € D;j tel que C(xy,...,X,) soit vrai

Exemple

C:vi#vyavec Dy =Dy = {e,0, 0}
@ e pour vy a un support : e pour v, car C(e,e) est vrai
@ e pour vy a un support : e pour v, car C(e,e) est vrai

@ e pour v; a un support : e pour v, car C(e,e) est vrai
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Consistances

Definition (Consistance de bornes)
Soient vy, ..., v, des variables de domaines discrets finis D, ..., D, et C

une contrainte. Les domaines sont dits borne-consistants (BC) pour C
ssi Vi € [1,n], D; = [a;, bi], a; et b; ont un support.

Exemple

Considérons deux variables vq, v» de domaines Dy = D, = [—1,4] et la
contrainte v = 2v,. Les domaines borne-consistants pour cette contrainte
sont Dy = [0,4] et Dy = [0, 2]
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Consistances

Definition (Consistance d'arc généralisée)

Soient vy, ..., v, des variables de domaines discrets finis D, ..., D, et C
une contrainte. Les domaines sont dits arc-consistants généralisés
(GAC) pour Cssi Vi € [1,n],Vx € D;,x a un support.

Exemple

Considérons deux variables vq, v» de domaines Dy = D, = [—1,4] et la
contrainte v; = 2v,. Les domaines arc-consistants pour cette contrainte
sont D; = {0,2,4} et D, = {0, 1,2}
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Consistance d'arc

Plusieurs implémentations

o AC1 et AC3 [Mackworth, 1977a]
AC4 [Mohr and Henderson, 1986]
AC5 [van Hentenryck et al., 1992]
AC6 [Bessiere, 1994]
ACT7 [Bessiere et al., 1999]
AC2001 [Bessiere and Régin, 2001]
AC3.2 et AC3.3 [Lecoutre et al., 2003]
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Maintaining Generalized Arc Consistency

On alterne deux phases
o Propagation, on utilise I'arc-consistance généralisée

@ Exploration, on fait un choix

n=:

Remark

Pour trouver une seule solution, on va

I générer :

: @ 6 feuilles avec la premiere
modélisation

@ 7 avec la seconde
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Stratégie d'exploration

L'ordre des variables compte

=

6 feuilles

choix pour r

choix pour n

16 feuilles
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Stratégie d'exploration

Choisir la variable

@ Ayant le plus petit domaine (dom), First-fail
[Haralick and Elliott, 1979]

Apparaissant dans le plus grand nombre de contraintes (deg)
dom + deg [Brélaz, 1979]

dom/deg [Bessiere and Régin, 1996]

dom/wdeg [Boussemart et al., 2004]
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Stratégie d'exploration

Coloriage de carte
o V={wv,...,»}

) D1:...:D7
:{o,o,o}

o C]_ZV17EV2
Givi#w
C3IV27£V3
C:va#w
C5ZV37EV4
Co:v3# vs
G :va# vs
Cs: vy # v #
Co:vs # Vg
Co:ve# vy vr ) {e,0, 0}
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Stratégie d'exploration - dom

Coloriage de carte

o V=A{wv,...,»} /GX

e D =--=D a # @ (v1,9)
G e

o Ci:vg Vo
C2 V1 # Vy X )
C3 L 75 V3 7ﬁ ° (V3,o)
GivaF v / (vs, @)
C5 V3 7é Va @ 7é (VG .)
Co:v3# vs ( .)7
G wva# v v,
Cs: vy # v 7
Co:vs # Vg

Cio: V6 # w7 0
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R Staeedeplonton] -s
Stratégie d'exploration - deg

Coloriage de carte

o V=A{wv,...,»} /GX

e D =--=D @ # @ (va, )
G e

o Ci:vg Vo
C2 V1 # Vy X )
C3 L 75 V3 7ﬁ ° (V3,0)
GivaF v / (vs, @)
C5 V3 7é Va @ 7é (VG .)
Co:v3# vs ( .)7
G :va# vs n
Cs: vy # v 7
Co:vs # Vg

Cio: V6 # w7 a
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Ca marche tout le temps ?



Limites

Limites

Coloriage de carte
o V={wv,...,v}

) D1::D7
= {o,0, 0}

(] C12V17éV2
C21V175V3
G:va#vs
Co:va#t vy
G:vs# v
Co:vs# vs
G v3# v
C:vs # s #
Co:vs # v

Cio: Ve # w7 @ {o,0,0}
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Limites

Coloriage de carte

oY=

{Vl,...

i}

°D1:...:D7
= {o,0, 0}

(] C1
Czi

Cg:

v # W

Vi # w3

V2 F V3
tva £ vy
tv3F v
tv3 £ Vs
tvsF£ Ve
DV F Vs

Vs 7é Ve

Cio:ve # v
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Contraintes globales

Permet de représenter un ensemble de contraintes

o Facilite la modélisation

o Algorithme dédié pour supprimer les valeurs inconsistantes des
domaines

Catalogue des contraintes [Beldiceanu et al., 2010]
Les plus connues

o alldifferent

@ cycle

o global_cardinality

@ nvalue

o element
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Contrainte alldifferent

Présentée la premiere fois dans [Lauriere, 1978]
Retourne vrai si toutes les variables sont différentes deux a deux )

Exemple

On peut ré-écrire les contraintes de différences du probléme send + more
= money

alldifferent(s, e, n,d, m,0,r,y)
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Contrainte alldifferent

Coloriage de carte

oV =
o Dy =
OCli
C2:
G
C4Z
Gs:
C62
G
Cg:
Gy :

{vi,..., v}
- =D7 ={e,0,0}
Vi # »

Vi # v3

Vo #£ v3

Vo # vy

V3 # va

v3 # Vg

v3 # Vg

V4 £ Vs

Vs # Vg

Cio:ve # w7

o V=

{vi,...,w}

@ Dy=---=Dy ={eo,0,0

o (4
G
G
Gy

: alldifferent(vy, vo, v3
: alldifferent(va, v3, v
: alldifferent(vs, va, vs
: alldifferent(vs, vs, vp
GCs :

Ve # V7

}
)
)
)
)
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Contrainte alldifferent

@ Pas que du sucre syntaxique
o Arc-consistance

o Développé indépendamment par [Costa, 1994] et [Régin, 1994]
o Repose sur la théorie des graphes

o Borne-consistance

o Développé par [Puget, 1998] puis amélioré par
[Mehlhorn and Thiel, 2000] et [Lopez-Ortiz et al., 2003]
o Repose sur la notion d’intervalle de Hall
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Graphe des valeurs

Definition (Graphe des valeurs)
A partir des variables et des domaines d'un CSP on peut créer un graphe
biparti, appelé graphe des valeurs
o Les sommets correspondent aux variables et aux valeurs
@ Une aréte relie une variable v; et une valeur x si x € D;
Example
oV = {Vla V2, V3, Vg, V5}
o Dy = {1,2,3}, D, = {1,2,4, 5}, et D3 =Dy = D5 = {4,5,6}
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R = Terent
Théorie des graphes

Definition (Couplage)

Etant donné un graphe G = (V, E), un sous-ensemble M des arétes E est
appelé couplage ssi deux arétes ne partage pas de sommet
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R = Terent
Théorie des graphes

Definition (Couplage maximal)
Un couplage est dit maximal si il contient le plus d’arétes possibles J

L'algorithme de Hopcroft-Karp [Hopcroft and Karp, 1973] permet de
calculer le couplage maximal dans un graphe biparti J
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N ' rrt
Algorithme de Hopcroft-Karp
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Composante fortement connexe

Definition (Graphe orienté)

Un graphe orienté G = (V/, E) est un graphe dont les arétes ont une
direction, on les appelle des arcs

Definition (Composante fortement connexe)

Etant donné un graphe orienté G = (V, E), une composante fortement
connexe est un ensemble maximal de sommets tel que pour chaque
sommet de I'ensemble il existe un chemin vers les autres sommets de
I'ensemble )

L'algorithme de Tarjan [Tarjan, 1972] permet de calculer efficacement les
composantes fortement connexes dans un graphe
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R = Terent
Algorithme de Tarjan




alldifferent : propagation pour |'arc-consistance

Exemple

o V = {V]_, Vo, V3, V4, V5}
° Dl = {1a253}1 D2 = {1,2,4, 5}, et
D3 = D4y = D5 = {4,5,6}

@ On trouve un couplage maximal = une
solution
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alldifferent : propagation pour |'arc-consistance

Exemple
o V = {Vla V2, V3, V4, V5}

o Dy ={1,2,3}, Do = {1,2,4,5}, et
Ds = Dy = Ds = {4,5,6}

@ On trouve un couplage maximal = une
solution

@ On cherche les composantes fortement
connexes = les permutations
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alldifferent : propagation pour |'arc-consistance

Exemple
°o V= {Vla V2, V3, Va4, V5}

e Dl = {1a2a3}1 D2 = {1,2,4, 5}, et
D3 = D4y = D5 = {4,5,6}

@ On trouve un couplage maximal = une
solution

@ On cherche les composantes fortement
connexes = les permutations

@ On ajoute les valeurs isolées aux domaines
initiaux
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alldifferent : propagation pour |'arc-consistance

Exemple
°o V= {Vla V2, V3, Va4, V5}

o D; = {1,2,3}, D, = {1,2}, et
Dy = Ds = Ds = {4,5,6}

@ On trouve un couplage maximal = une
solution

@ On cherche les composantes fortement
connexes = les permutations

@ On ajoute les valeurs isolées aux domaines
initiaux
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Intervalle de Hall

Definition

Soit (vi, ..., vs) des variables de domaines discrets finis (D , ..., Dp).
Etant donné un intervalle /, on définit K; = {v; | D; C I}. I est un
intervalle de Hall si |/| = |K)|.

Exemple
On considere le probléme suivant :
o V=A{vi,v,v3,va,vs}
e D =1[1,3], D, =[1,5], et D3 = D4y = Ds = [4, 6]
o | = [4,06] est un intervalle de Hall car K; = {v3, v4,v5} on a bien
1] = |Kil
o | =[1,3] n'est pas un intervalle de Hall car K; = {w1} et |I| # |K||
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alldifferent : propagation pour la borne-consistance

Exemple
On consideére le probleme suivant :
o V={vi,v,v3, v, vs}
o Dy =1[1,3], D> — [1.3], et
D3 = Dy = Ds = [4, 6]
I =[1,6] n'est pas de Hall
I =[1,5] n'est pas de Hall
I =[1,3] n'est pas de Hall
| = [4,5] n'est pas de Hall
| = [4,6] est de Hall = on
supprime les valeurs 4, 5, 6 des

domaines des variables qui ne
sont pas dans K;

@ Pour chaque borne
inférieure a et borne
supérieure b des domaines,
on regarde si | = [a, b] est
un intervalle de Hall

o Si | est de Hall on peut
supprimer des domaines
des variables de V' \ K; les
valeurs de /
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Contrainte global_cardinality

Présentée la premiere fois dans [Oplobedu et al., 1989]
global_cardinality({vi,...,Vn},{x1,...,p}.{nb1,...,nbp})

iy
Variables Valeurs Occurrences

Retourne vrai si parmi les variables {v1,...,v,}, il y a nb; variables ayant
la valeur x;

Exemple

global_cardinality({vi, vo, v3, va, vs, v6 }, {0, 1}, {2, 4})

Dans certains cas, on peut écrire une alldifferent en utilisant une
global_cardinality

alldifferent(vy, vo, v3) = global_cardinality ({v1, v2, v3}, {e, e, e} {1,1,1})

o
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Contrainte global_cardinality

@ Arc-consistance
o Développé par [Régin, 1996]
o Repose sur un algorithme de flot
@ Borne-consistance
Développé par [Quimper et al., 2003]
Repose sur la notion d'intervalle de Hall
Développé par [Katriel and Thiel, 2003]
Repose sur la convexité pour améliorer I'efficacité de I'algorithme de flot
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- e
Emploi du temps sportif

Description
@ n équipes, n — 1 semaines et n/2 périodes
@ chaque paire d'équipe joue exactement 1 fois
@ chaque équipe joue un match chaque semaine

@ chaque équipe joue au plus 2 fois dans la période

Example (Solution possible)

| s1 S2 S3 S4 S5 S6 S7
Pl |1vs2 1vs3 5vs8 4vs7 4vs8 2vs6 3vsh
P2 | 3vs4 2vs8 1vs4 6vs8 2vsh 1vs7 6vs7
P3| 5vs6 4vs6 2vs7 1vsbh 3vs7 3vs8 1vs8
P4 | 7vs8 5H5vs7 3vs6 2vs3 1vsb6 4vsh 2vs4
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Séquence magique

Description

Une séquence magique de longueur n est une séquence d'entiers
Vo, - .., Vp—1 compris entre 0 et n — 1 telle que le nombre
i€{0,...,n— 1} apparaisse exactement v; fois dans la séquence

Séquence magique (n = 10)

7 8 9
000

= o

01 2 3 45
vi 621000
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T Contraintes globales | ecc
Suite de Langford

Description
Une suite de Langford est une séquence d'entiers vy, ..., Vkx, COMpris
entre 1 et n telle que le nombre i € {1,..., n} apparaisse exactement k

fois, et que 2 occurrences successives soient séparées par une distance i
On ne considere ici que pour k =2

Suite de Langford (n =7)

4
D T
736253247651@1

7 1
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- Contnaintesglobales gcc
Alice et Bob vont au travail

Description
@ Alice va au travail en voiture (30 a 40 min) ou par bus (au moins 60
min)
@ Bob s'y rend en vélo (40 ou 50 min) ou en moto (20 a 30 min)
o Ce matin :

o Alice a quitté sa maison entre 7h10 et 7h20
o Bob est arrivé au travail entre 8h00 et 8h10
o Alice est arrivée 10 a 20 min aprés que Bob soit parti

@ Modélisez ce probleme

@ L’histoire est-elle cohérente ?

© Quand Bob est-il parti ? Est-il possible qu'il ait pris son vélo ?
@ L’histoire est-elle cohérente si on ajoute le fait que :

o la voiture d'Alice est en panne
o Alice et Bob se sont rencontrés en chemin
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Binairo — Examen 2018
Description

Un jeu belge, basé sur une grille carrée dans laquelle sont inscrits
uniquement les chiffres 0 et 1. Sur chaque ligne et chaque colonne :

o il yaautant de O que de 1

@ il ne peut pas y avoir plus de 2 chiffres identiques cOte a cote
Il ne peut y avoir 2 lignes ou 2 colonnes identiques.

Exemple de grille

0 110
0
110 01
1
1|1
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